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ABSTRACT 

Approximation of certain functionals which are not differentiable in the 
sense of Gateau by differentiable ones is utilized for solving a large class 
of optimization problems. Some examples from mechanics are included. 

Introduction. Dans ce travail on se propose d'dtudier le probl6me de la 

minimisation d'une fonctionnelle sur un convexe ferm6 d 'un espace de Banach 

rdflexif. 

Nous avons introduit dans [9] et [10] de nombreux proc6dds permettant 

d 'approcher num6riquement la solution du probl6me dans le cas off la fonctionnelle 

est diff6rentiable. 

Ici nous allons approcher le probl6me (P) de la minimisation d'une fonctionnelle 

non diff&entiable par un probl6me (P~) (e 6tant un param}tre destin6 /t tendre 

vers 0) pour lequel la fonctionnelle est "rdgularis6e". Nous montrerons que la 

solution du probl6me (P~) converge vers la solution du probl+me (P) quand 

--* 0. I1 su~lra alors pour r6soudre Ie probl6me (P~) d'appliquer Ies m6thodes 

que nous avons introduites darts [9] et [10]. 

Nous appliquerons ensuite ces r6sultats ~t quelques probl+mes pratiques em- 

prunt6s /t la M6canique. 

Notre plan est le suivant: 

1) Position du probl6me et notations. 

2) R6gularisation d'une fonctionnelle non diff&entiable. 

3) Application I: rdsolution num6rique d 'un probl6me de filtre optimal. 

4) Application II: r6solution num6rique d'un probl~me de Visco-~lasticit~. 

5) Minimisation de fonctionnelle: une m6thode directe. 

6) Applications Num6riques: 
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EXAMPLE 1. R6solution num6rique d'un probl6me de Visco-61asticit6. 

EXAMPLE 2. R&olution num6rique d'un probl~me de programmation dynamique. 

Je remercie H. Brezis pour ses conseils amicaux. 

1. Position du probl6me et notations. Soit V un espace de Banach sur R, 

r~0,,i~" d~ norm~ 11 I1" On note par V' so~ d .a l  muni de ~a .orme El I1". On 
dSsignr par (f,  u), f a  V', u ~ Vla  dualit6 entre V' et V. 

Soit X un convexe form6 de V. O11 se donne une application J : X ~ ] - o% + col 

non identique/~ + co. On fait los hypothbses suivantes: 

cd) J e s t  semi-continu inf&ieucemerlt (s.c.i.) pour la topologie faible induite 

par a(V, V') 

c~2) J est strictement convexe et vdrifie 

lim J(u) = + oo 
t l . l l - - '  + , ~  

U ~ ' X  

c~3) J e s t  d6rivable au sens de Gateaux. On note par J '  la d6riv6e de J si elle 

existe. 

Nous avons alors le 

THI~OR~ME 1.1. (cf. M. Sibony [9], [11]) 

1) Si on suppose cd), ~2) alors, il existe u ~ X unique solution du problOme 

(1.i) J(u) <= J(v) Vv~X 

2) Si de plus on suppose ~3) alors, toute solution de (1.1) est solution de 

l'indgalitd 

(1.2) (J'u,  v - u )  >-0 V v e X  

et rdciproquement. 

REMARQUE 1.1. 

1) On d6montre facilement que si J est d6rivable au sons de Gateaux alors 

los deux assertions suivantes sont 6quivalentes: 

i) J e s t  strictement convexe 

ii) J e s t  convexe et J '  est strictement monotone 

(i.e.) ( J ' u - J ' v , u - v ) > O  Vu, v e X  u ¢ v .  

2) On montre que si J est s.c.i., et convexe alors J e s t  s.c.i, pour la topologie 

faible induite par a(V, V').  
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2. R6gularisation d'une fonctionnelle non diff~rentiable. Le probl6me (1.1) 

ne se ramSne 5, (1.2) que si la fonctionnelle J e s t  diff~rentiable au sens de Gateaux. 

On se propose maintenant de remplacer (1.1) par le probl6me 

(2.1) J~(u~) < J~(v) V v ~ X  

(off Je est une fonzt iona: l le  diffdrentiable) de sorte que t t ~ X  solution de (2.1) 

converge quand ~ ~ 0 vers u ~ X solution de (1.1). 

ge probl6me (2.1) sera alors 6quivalent ~ l'in6galitd variationnelle non lindaire 

(2.2) (d'u~, v -  u) > 0 V o e X  

que nous savons rdsoudre fl l 'aide des mathodes introduites darts [9] et [10] .  [ ]  

Auparavan t  nous damontrons  deux lemmes 

Soit ~ > 0 un param~tre destin6 fl tendre vers 0.  On fair les hypoth6ses suivantes: 

/~1) G, H, He sont des fonctionnelles sur X (s.c.i.). 

On suppose 

• H > 0, H~ > 0 avec H ,  H~ convexes 

• G strictement convexe et lira G(u) = + cc 
{[t, ll-~o 

u ¢ X  

[32) La condit ion:  u,  ~ ~ faiblement suivant un ultrafiltre ~?g entrahle 

liminfHe(u~) > H(~) et H~(v)--, H(v) V v e X l  

Nous  avons alors le 

L~MME 2.l. La solution u e e X  de 

(2.3) G(u~) + H~(u~) <= G(v) + II,(v) Vv ~ X 

converge faiblement vers u ~ X solution de 

(2.4) G(u) + H(u) <= a(v) + H(v) Vv ~ X .  

D~MONSTRATION. De l 'hypoth~se/~1) on d6duit l 'existence et l 'unicit6 de u~ e X 

solution de (2.3) et de u e X solution de (2.4). 

Mont rons  maintenant  que u e -~ u dans V faible. 

Nous  avons successivement: 

G(u~) + He(ue) <= G(v) + He(v) Vv e X 

ce qui donne 

G(ue) <= G(vo) + g~(vo) < C '~ 
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Donc  tl u, II < Ct*" Alors suivant an ultrafiltre #/ on a u, 

D'apr~s il2) nous avons alors 

liminfH~(u~) > H(~) et H~(v) ~ H(v) V v ~ X  

Donc  

et 

(2.5) 

D'ofx 

G(~) < l imsupG(u~) < G(v) + l imsupH~(v) 

- l iminfH~(u,)  

G(~) =< lira sup G(u~) =< G(v) + H(v) - H(~) 

Israel J. Math., 

~ faiblement. 

6(4) + H(~) < G(v) + H(v) Vv ~ X 

De l'unicit6 de la solution de (2.4), il r6sulte que ~ = u. 

LEMME 2.2. On suppose i l l ) ,  12) et 

il3) La condition: u~ --r ~ fa iblement  et G(u~) ~ G(~) entraine u~ ~ ~ forte- 

ment. Alors la solution u~ de (2.3) converge for tement  vers u solution de (2.4) 

quand ~ -~ O. 

D~MONSTRATION. Dans (2.5) on f a r  v = u et C = u alors 

G(u) < lira sup G(u~) 

Doric Iim,_.oG(u~) = G(u). Comme zz~ ~ u faiblement,  il r6sulte de il3) que 

u~ ~ u for tement  quand ~ ~ 0.  

Des deux lemmes pr6c6dents et du Th6or~me 1.1. nous d6duisons alors le 

TH~OP, f~ME 2.l.  Soit J une fonctionnelle sur X vdrifiant cd), c~2). 

On se donne 3 fonctionnelles G, H, H~ avec J = H + G satisfaisant les con- 

ditions ill) ,  f12), f13) alors 

1) II existe u ~ X  unique solution de 

(2.6) J(u) < J(v) Vv e X 

2) ~/~> 0 3 u ~ e X  unique solution de 

(2.7) J~(u~) < J ~ ( v ) V v ~ X  avec J~ = G + H~ 

3) La solution u~ de (2.7) converge fortement  vers u solution de (2.6) quand 

c ~ O .  

4) Si J~ est diffdrentiable au sens de Gateaux alors toute solution de (2.7) 

est solution de (2.2) et rdciproquement. 
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3. Application I*: resolution num6rique d'un probl6me de filtre optimal. Soit 

V = {v[ v e L~(0, oo), v" e L2(0, oo)} les ddriv6es successives 6tant prises au sens 

des distributions. 

Muni de la norme 

Vest  un Banach r6ftexif. 

L'ensemble 

(3.1) X = {veVlv (O ) = 0 ,  v ' (0)=  1} 

est un convexe ferm6 de V. 

On se donne la fonctionnelle. 

Nous avons alors la 

PROPOSITION 3.1. II existe u ~ X  unique solution de 

(3.3) J(u) <= J(v) Vv e X 

o~ X et d sont donnds par (3.1), (3.2). 

D~MONSTRATION. J v6rifie les hypoth6ses ~1) et cd). [~ 

Posons maintenant 

J = G + H  

avec 

o0°[ 2 ~(o) = v"12dx--I lo"l lL2~o~ 

o 

~ x o )  = ~1 ~ + ~  = II~'~"+~'L,.. 

I1 est 6vident que l'hypoth~se ill) sur la fonctionnelle G n'est pas v6rifi6e. 

Nous allons maintenant red6finir an nouvel espace W muni d'une norme II I1~ 

pour laquelle l'hypoth~se ill) sur la fonctionnelle G soit v6rifi6e. 

* Cet example est trait6 par  d 'autres m6thodes par  L.D. Bercovitz et H. Pollard dans [2]. 
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Plus pr6cisSment soit H2(0,a), a < + oo l'espace des (classes de) fonctions 

u ~ L2(O,a) telles que u ' ,  u"~ L2(0,a); les d6riv6es 6tant prises au sens des dis- 

tributions. 

On note par W = Ho2(0,a) l'adh6rence de ~(0 ,a )  dans H2(0,a). On rnontre 

dans J. L. Lions [6] que H~(O,a) coincide avec l'espace 

{u ~ u ' ( 0 , a ) [  u(0)  = u(~)  = o ,  ~,'(o) = L,'(~) = o )  

Dans L. D. Bercovitz et H. Pollard [2] on montre que la solution du probl6me 

(3.3) est ~t support compact. II revient alors au rn~me de r6soudre (3.3) pour 

x e(0,a)  ofa a est un hombre r6el fini suffisarnent grand. Posons alors dans 

(3.1), (3.2) 

u = ~ + g ,  

Le probl6me (3.3) revient /t r6soudre: 

(3.4) Y(a) < Y(~) 

avec 

v = g + g *  

V~7~ H~(0, a) 

fo (foi )2 (3.5) Y(~) = I~"+ g"i~clx + ~+ g idx  . 

et 

Posons 

fO a ~ tt I 2 c(~) = [ ~" + g"[~ax = TI ~" + g ~o,°~ 

a(~) = ~+glax  = II~+gl l , . , ,o ,o ,  

(fo ° ) ~112,1+~ ~q~(~) = I~ + g l l+~dx = II ~ + ~ ~,,,o,o~ 

on munit maintenant H2(O,a) de la norme IJu I] = (fg]u"J 2 dx)l]2" NoHs avons 

alors la 

PROPOSITION 3.2. I) I1 existe 8eH2(O,a)  unique solution de (3.4), (3.5). 

2) Ve> 0 3t~eH2(0,a)  unique solution de 

(3.6) G(~7,) +/7~(t7~) < G(~)+/ t , (~)  V~eHo2(0,a) 

3) On a ~, ~ ~ fortement dans H~(O,a) quand ~ ~ O. 

* g &ant une fonction telle que g(o) --- g(a) = O, g'(o) = 1 et g'(a) = O. 
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D~MoNsreAnON. Les foaztioanelles J(//) = C(8) +/7( / / )  et ]~(~) = G(//) +/7~(//) 

vvdrifient les hypoth6ses ~1), cd).  

De m~me (7, /7, /7~ v6rifient l 'hypoth6se riD. 

V6rifions maintenant  l 'hypotb6se f12). Nous  avons en effet: 

g :  = l i l  ' + : -+  Is l  quand ~ -+ 0 

I~,1 -<_ ma~(lSle, 1). 
Donc  

(f0"l,i d 
d'apr6s un th6or6me de Lebesgue. Par ailleurs on ddmontre l'in6galit6 suivante: 

Pour  c~ > 0 on a: 

1 +~. 
(3.7/ 0: __/-> ~ - - -  % - -  - - j  

C 

off e est la base du Logari thme n5p6rien. En effet pour  e > 1 la formule est dvi- 

dente. Pour  ce< 1 on a: 

~ l + c  = c~(l + e L o g a  + ~4-o~°~(Loga)2), 0 < 0 < 1 

Donc  cd +~:> a + e a L o g ~ : >  ~ - - -  

Donc  si f :  -+ ~ alors 

I.f,I '+"-> - I x o l - .  × c '" 

Ce qui donne 

liminf/7~(f~) ~ /~(~) 

D'of l  l 'hypoth~se f12). 

Enfin le f a r  que Ho2(0,a) soit uniform6ment convexe entralne l 'hypoth~se fi3). 

On applique alors le Th~or~me 2.1. [ ]  

La fonctionnelle ]~(//)= 67(//)+/-7~(//) est maintenant  diff~rentiable au seas 

de Gateaux et nous pouvons maintenant  appliquer le Th6or~me 2.1. D'of i  la 

PROPOSITION 3.3. 1) V~ > 0 3 u ~ X  unique solution tte 

(3.8) J ' (up  = d %  - -dx  4 + ( 1  + z ) s g n ( u , ) i u , ]  ][u, L'+o(O..,)'+~ ---- 0 

avec X = (u e Ha(0, a ) ,  u~(O) = O, u'~(O) = 1}. 
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2) Q u a n d  e ~ O, u s converge  f o r t e m e n t  dans  H2(O,a)  vers u solut ion de (3.1), 

(3.2), (3.3). 

D~IONSTRATION. D'apr6s le Th6or~me 1.1 toute solution tT, de (3.6) est solu- 

tion dans H2(O,a)  de l'l~quation 

(3.9) J~(f/~) = 0 

et r6ciproquement. Si on pose u = ~ + g, le probl6me (3.9) 6quivaut alors ~t 

(3.10) u~ ~ X ,  (J'~(u~), v - u~) >= 0 Vv ~ X 

off 
x = { v ~ U ~ ( 0 , a ) [ u ( 0 )  = 0 ,  u ' (0)  = 1} 

et J'~ est la d6riv6e de Gateaux de 

Le probl~me (3.10) est alors 6quivalent/i (3.8). [] 

Diser~tisation du probl~me. On se donne un param~tre h > 0 d6stine ~ tendre 

vers 0. 

Soit N u n  entier tel que N h  = a .  On divise l'intervalle (0 a) en N intervalles 

(0, h),  (h 2h) ... ( ( N -  1)h, N h ) .  Soit 0~ la fonction caract6ristique de ] ih (i + 1)h], 

i = O , . . . , N - 1 .  

Posons 
uh(x + h/2)  - Uh(X -- h/2) 

VUh(X) - h 

VZuh = V(Vhuh) et VPllh = V(VP-lUh) p = 2,3, . . .  

o5 Uh e V h espace de dimension finie de la forme: 

= . ~ 0 ~ , . ~  ~ e ,  . o  = ~-~ = 0 ,  Vu~(O) = 1 
i=O 

comme dans M. Sibony [9] [10] (cf. aussi J. P. Aubin [1]) on montre qu'il 

existe un prolongement lin6aire continue p h ~ L f ( V ,  Vn) tel que phU(h')~ U s 

fortement quand h - ,  0, u s 6tant la solution de (3.8) et u(h ~) 6tant la solution du 

problSme 

(3.11) u}, ~) ~ Vh, Ahu~ ~) = 0 avec 

(3.12) AhU(h ~) V4u (') + (1 + g)sgn(u~))lu(n~)l~llu(~) x+, L 1 + e(O,a) 

L'6quation (3.11) (3.12) est le probl~me discr6tis6 de (3.8). 
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R6solution num6rique ~ l'aide d'une m6thode it6rative. Pour simplifier les 

notations nous d6signerons par ul la restriction de uh ~) ~ l'intervalle [ih,( i  + 1)hi 

et nous supprimons les indices e et h. 

Le probl6me (3.11), (3.12) revient alors/t  chercher une suite (u~) i = 0,. . . ,  N - 1  

solution de 

l + e  (3.13) A u  i = (1 + II - -  0 

avec les conditions aux limites: 

(3.14) Uo = O, 

(3.15) u~ = O, 

Posons maintenant 

V u  0 = 1 

Vun = 0 pour N suffisament grand. 

l l = V + ~ l  avec 8 = X  ( -~- -~)  2 

Le probl6me (3.13), (3.14), (3.15) revient alors /~ r6soudre dans H2(O,a) 

l '6quation 

I I + ~  (3.16) A v =  = 0 .  

Nous r6solvons alors l '6quation (3.16) ~t l 'aide de la m6thode it6rative bien 

connue de Gauss-Seidel (cf. R. S. Varga [12]) 

(3.17) 

avec 

n n n + l  A n + l ~  v'~ +1 p(6v7 + - 4v~'+ 1 + q~(vT) + v,_ 2 = Vi - -  / ) i+2 - -  ° t O i - - 1 )  

q~(v,) = (1 + e)h4sgn(v, + ~)]v  i + iTi[ ~ Itv + Yti]! I +*L,+~ 

R6sultats num6riques. Nous avons constat6 que la solution u de (3.3) avait son 

support dans (0, a) avec a < 4. 

Les it6rations (3.17) ont 616 ex6cut6es pour un pas h o = 115 jusqu'~t stabili- 

sation des r6sultats en w °. On d6signa alors par ko l'interpol6e de Wo pour un 

pas ht = 1/10. Nous 6ffectuoas alors les it6rations (3.17) en posant v ° = # o .  

A la limite on obtient la solution w 1 qu 'on interpole en k t .  On r6p6te le processus 

jusqu'au pas h = 1/80 pour lequel nous obtenons la solution finale u. Pour 

e = 10 -2 fix6, nous obtenons: 

= InfJ(v)  = d(u) = 1,692. 
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Dans [2] L. D. Bercovitz et H. Pollard trouvent par d'autres m6thodes le 

r6sultat suivant: 

1,675 < 7 < 1,745. 

u(x)' 
0.4 

0.3 

02 

O~ 

0 

u(xY 
0.4 

0,3 

0 2  

o.1 

// 

i I 
I 2 3 4 x 

\ 

1 2 5 

F i g .  1 

h = 1/40 

h =1/80 

4 X 

Les courbes No.  1 donnent les valeurs de la function %(x), x e [0, 4] pour 

les pas de discr6tisations 

ho = 1/5, h I = 1/10, h2 = 1/20, h 3 = 1/40 et ha = 1[80. 

Les r6sultats sont identiques pour diverses valeurs du param6tre p d'acc616ra- 
tion (et en particulier pour p = 1). La stabilisation est n6anmoins obtenue apr6s 
un nombre d'it6rations plus ou moins grand fonction de la valeur donn6e A p. 

REMARQUE 3.1. Le problbme (3.1), (3.2), (3.3) peut aussi se mettre sous la 

forme (cf. th6or~me 3.1 de E9] et [8]) 

(3.18) ( A l u l ,  v 1 - u 1) >- ( f l , v l  - ul)Vv 1 E X  x 
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otL u~ = ( u , ~ t ) e X  x R ,  v~ = ( v , l ~ ) e X  x 

d4 u _~ 
A~u~ = 2 Ex-~,o); .f~ = ( 0 , - 1 )  

et 

(fo ) x ,  = {v, lv, = ( v , ~ ) ~ x  × R; 10]~x) 2 __< 

On pourra  alors appliquer les m6thodes it6ratives de [10] pour  r6soudre (3.18). 

Les courbes No.  2 donnent  l '6volution de J,,h(U",,,) pour  ~ = 10 -4  en fonetion 

de n pour  h = ho, h = hx, h = h2, h = h3, h = /I 4. En particuler nous voyons  

que Je,h(u",,h) crolt  vers la limite c~ quand n --* 0o et quand h --* 0.  

J~,~ ( u~, ~) 

7~ 

0 

h = 1 / 8 0  

h =1 /40  

~ h = l / 2 0  

h :1 /10 

I I 
1000 2 0 0 0  n ' -  

Fig. 2 

4. Application II: r~solution num~rique d'un probl~me de Visco-~lasticit~. Soit 

f~ un ouvert  born6 de R" de fronti~re F suflisament r6guli~re. On pose 

H10(~) = { u e L 2 ( f l ) , D , u E L 2 ( ~ ) ,  i = l , . . . , n ;  Ulr = O} 

les d6riv6es 6tant prises au sens des distributions. 
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On se propose de minimiser dans Hol(fl) la fonctionnelle non diff6rentiable 

=;.  Igradvl'dx + fl fn lgrad vl dx - 2(f,v) J(v) (4.1) 

avec 

PROPOSITION 4.1. 

(4.2) 

2) 

(4.3) 

/ ,  
~,fl > 0; (f,v) = J a f ( x ) v ( x ) d x .  

1) II existe u~H~(~)  unique tel que 

J(u) <= J(v) vv ~ H~(~) 

On pose 

J,(v) =c~ f. Igrad vl'dx + fl f. I gradvit+'dx - 2(f, v) 

alors pour tout ~ > O, iI existe u ,~  H~(f~) unique tel que 

(4.4) J,(u,) < Jr(v) Vv ~ Hid(O) 

3) De plus on a u, ~ u dans H~(f~) fort  quand ~ ~ O. 

DI~MONSTRATION. 1) La fonctionnelle J(v) est s.c.i. ; strictement convexe sur 

Hol(f~) muni de la norme [lull = (y~lgradu[ 'dx) ' /~  

I1 vient alors 

2(L u) 
J(") > ~ 15 u II > ~ II u )I - 2 II f l)* 
II u I[ -- IE u II - -  

D'ofi limLi,ll_,~J(u) = + c~. D 'oh  I'assertion. 

2) On raisonne comme dans I). 

3) Posons J = G + H :  J ~ =  G + H ~  

oh 

G(v) =c~ f_  ]gradvlEdx- 2(f v); H(v)= f^ [gradvldx; 

= fl f ,  ] grad v ] 1 + ~dx. H,(v) 

On v6rifie facilement l 'hypoth~se ill). 

Posons v~ = [gradv[1+~ on a: 

v ~  [gradvlp .p . ;  [v~] =< max([gradv[ 2, 1) 

On en d6duit que H~(v) -~ H(v)Yv E H~(f~). 
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De l'in6galit6 (3.7) on d6duit que H~(u~) >= H ( u ~ ) - e k  off k est une constant 

positive. Doric liminfH~(u,) > H(u) .  D'ofi l'hypoth6se f12). 

Enfin comme Hol(f~) est uniform6ment convexe pour la norme II u II, on en 

d6duit f13). D'ofi la proposition. 

REMARQUE 4.1. D'apr6s le th6or6me 3.1 dans [9] le probl6me (4.2) est 6qui- 

valent /t 

(4.5) 

avec 

( f  - F~(u)- v -  u) <= F2(v) - F2(u) Vv ~ H~(gt). 

(4.6) 

aveo 

et 

Fdu) = -~ I grad u l~ dx 

F~(u) = ~ f,, lgraduldx 
Le problbme (4.5) peut alors se mettre sous la forme (cf. aussi U. Mosco [8]) 

( A l U l ,  vl -- Ul) ~ ( f l , v t  -- ul) Vvl ~Xl 

u~ = (u,~.)zHo~(f~) x 

Z = ( L - l )  

Alu  t = Ai(u,2) = (Fl(u),0) = ( -~Au ,0 )  

PROPOSITION 4.2. 

(4.5) 

a Dec 

x~ = {v~ 1 ol = (v.u) ~//o' × m, r2@) =< ~} []  

Le probl6me (4.3), (4.4) peut aussi se ramener ~t la r6solution d'une 6quation 

non lin6aire. Plus pr6cis6ment nous avons la 

Toute solution u~ de (4.3), (4.4) est solution de l 'dquation 

A~u~ = f 

fl(1 + e) ~2 D,(igradu~[~-'D,uD A~u~ = -~Au~ 2 i = l  

et rdciproquement.  

DISCRI~T1SATION. Soit h = (hi, "",, h,) e [ ~  un param&re destin6 h tendre vers 

0. Nous d6signerons par ~Rh le r6seau r6gulier des points M de la forme 

M = ( m i h z , . . . , m , h , ) m  i ~ 7/. Pour simplifier prendrons h i = h~ = h Vi , j  = 1, . . . ,n .  
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Posons 

• t q , +  1 h,, m i - l - ~ ) h , ]  ogh, ~ = m~ 2 " 
i=l 

q = (q,)a~,_<,qi entier positif. I ql= X"=,  q, et 

= U ,oL 
Iq l=<l  

n,: = ( M [ M e ~ h ,  p ~ ¢  fl} 

Enfin 

M ~ t'l 'h 

Comme dans [3], [9] (cf. aussi [1]) nous associons ~t l'espace V = Hol(f~) 
u 

l'espace de dimensions finie des suites Uh = (Un)~t~O',, 

On pose Uh(X) = U~ si X E CO~O. 

Posons 

ViUh(X ) = Uh(X + h J2) - Uh(X -- h J2) 
hi 

V~U h = Vi(ViUh). 

On sait qu'il existe un prolongement injectif Ph ~ La(Vh, V). On munit alors 

V. de la n orme H uh I1 h ~---- }1 "high [I vl'lh ~ vh" 

Ce qui donne 

Nous d~montrons facilement la 

PROPOSmON 4.3. 1) Il  existe U~,heV h unique solution de l 'dquation 

(4.7) A,.hUe.h ----- fh 

a vec 

avec 
' ' i = l  2 i = 1  ' ' 

et fn dtant le discrdtisd de f .  

2) II  existe un prolongement  ph~,La(Vh, V) tel que phu~,h ~ U~ dans V for t  

quand  h ~ O, u~ dtant la solution de (4.5), 
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Nous pouvons aussi r6soudre le probl~me (4.3), (4.4) en discr6tisant directe- 

ment la fonctionnelle J ,  donn6e par (4.3). Nous r6soudrons ensure le nouveau 

probl~me pos6 dans un espace de dimension finie V h b, l'aide d'une m&hode 

directe. 

Plus pr6cis6ment nous avons la 

PROPOSITION 4.4. 1) Pour tout e > 0 fix~, 3u~, h e V h unique tel que 

(4.8) Jh(u~, h) <= Jh(v~) Vv ~ V h 

avec 
n n \ ( i  + e) /2  

(4.9) Jh(Vh) = Ct fa i~=, [ V'Vhl2dx+ fl f~  (~=, [Vivhl:) d x - 2  fa fhvhdx 

2) De plus on a phU~h ~ U, quand h ~ 0 dans V= H~(I)) fort; u, dtant 

la solution du probl~me (4.3), (4.4). 

3) Le probldme (4.8), (4.9) peut alors ~tre rdsolu a l'aide de la "Mdthode 

de la Mire". (Cf. §5 et M. Sibony [9]). 

5. Minimisation de fonetionnelle: une m6thnde direete. Pour la commodit8 

du lecteur nous rappelons Ia "M6thode de la Mire" que nous avons introduit 

dans 1"9]. Dans le paragraphe 6 nous allons appliquer cette m6thode pour r6soudre 

num6riquement quelques probl~mes de la M6canique. 

Plus gSn6ralement soit X un convexe ferm8 de ~". On se propose d'approcher 

x e X solution du problSme: 

(5.1) F(x) <= F(y) Vy e X 

NOTATIONS. Soit p u n  param&re positif destin6 ~t tendre vers 0. 

Pour x ~ X  x -- (x l , . . . ,x , )  on note: 

et = (1 ,0 , ' . . , 0 ) ;  ez = ( 0 , 1 , ' . . , 0 ) ;  ei=(O, '" , l , ' " ,O)  
I 

e = O , l , - I  

c'est la mire de centre x et de rayon p. On dOsigne par E(Mx.p) = { {,,J~=11~=-1 1 

x + epet} l'ensemble des extr6mit6s de la mire 

Mire de type I. On d6signe par x p = (x~[, .. ., xP,) le point g6n$rique x = (xj,...,x,) 

l'it6ration p e t  par pp la valeur du param6tre p ~t l'itdration p. On dira que 

Mx,.p, est de type I, s'il existe y eE(M~,,p,) tel que F(y)< F(x p) (i.e.)si le 

minimum sur la mire est un point de l'extr6mitO. 
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Mire de type II .  On dira que Mxp,p, est de type I I  si VyeE(M~p.po) on a 

F(y) > F(x p) (i.e. le minimum est au centre de la mire). 

1) Si M~,,p t e s t  de type I, on pose x ~+1 = Fun des points de E(Mx,,v,) o g l e  

minimum est atteint et P~+I = P~. 

2) Si M~t,v , est de type l I  alors soit F~ la mire dont l 'une des extr6mit6s est 

x~; une autre 6tant Fun des points y ~ E ( M ~ o  ,) o~J F atteint son minimum sur 

E(M~o,) .  Le rayon de F~ est alors p = p,/2. 

Nous avons alors deux cas 

~) Si F~ est de type I on pose 

x ~ Pi x ~+1 - + g  et p~+~ = - -  
2 2 

ce qui d6finit Mx~+~,p,+,. 

fl) Si F i e s t  de type I[. on pose alors Mx~+,,o,+~ = M~,,p,/z. 

La technique consiste donc en ceci: si M~,p~ est de type I on poursuit le proc6d6 

et au bout d 'un hombre fini d'it6rations (car trouver la solution sur X non born6 

est 6quivalent ~ trouver la solution dans K = (y ~ X [ F(y) < F(yo) Yo fix6 dans X} 

qui est un convexe born6 de ~" cf. M. Sibony [-9]) la mire devient de type I I  qu 'on  

quitte en deux coups au plus aprbs avoir diminu6 le param6tre p .  On reprend 

alors la recherche du minimum avec une mire de type I. 

Si certains points de la mire Mx,,p, n 'appartiennent pas au convexe X ,  on 

n 'en tiendra pas compte m6me si F est d6fini sur tout R". 

On d6signe maintenant par C¢,,p. la suite infinie des mires de types II  de centre 

~" et de rayon p, .  

On d6montre alors la 

PROPOSITION 5.l.* Soit F: X--* R strictement convexe, s.c.i, et tel que 

limllxil_.~o,~xF(x ) -= + ~ .  Alors, il existe x ~ X  unique solution de (5.1). Si 

F est de classe C l dans un voisinage de X alors ~" ~ x quand n ~ ~ ,  ~" etant 

les centres des mires de type H. 

6. Applications num~riques. 

EXAMPLE 1. R6solution num6rique d 'un probl~me de visco-61asticitd. 

On se propose ici de r6soudre num6riquement le probl~me (4.8), (4.9) 5. l 'aide 

de la m~thode de la Mire introduite au paragraphe pr6c6dent. 

Soient ~ = (0,1) x (0,1) c R 2 et hi = ]12 = h. 

* Ce r6sultat est d6montr6 darts [9] pour X = R n. 
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Si on pose N = l /h,  te nombre  de points du rdseau associ6 /t f~ sera alors 

( N  + 1)  2 . 

On note par {ui3} i,j = 1,.. . ,  N + 1 les valeurs de u h, solution du probl6m~ 

(4.8), (4.9) aux points M = (i,j) du rdseau '3t/,. Le probl61ne consiste alors 5. 

trouver une suite {u~4 } telle que 

(6.1) S,,h({u,.i} ) < S~.,,({v;.j}) 

avec les conditions 

(6.2) /u~.~ = us+ m = 0 

"~ltj. 1 l l j ,  N+ 1 0 

avec 

(6.3)* 

pour  1 _< i _< N + 1 

pour  1 __< j < N + 1 

N 

J..h({u~. 3 )  ~ E ~ - . , . j - i )  ~ - -  ) . 4 ( l l i +  l , j  - -  t l i -  1,./)2 -t- ( U i , j +  1 
i , j=2  

h ,, -~21(1 +~)12 + W _ [ ( u ~ + j , ~  _ u~_~.~)2 + (u , .~ .+t  - ~,~,~-~, j 

Nous  pouvons  rdduire le nombre  d 'opdrat ions  dans le p rogramme de mini- 

misation de J~.h({Uz3}) en proc6dant  de la mani6re suivante: Pour  l~e pas calculer 

J~.h({Ulj}) i~ l 'aide des formules (6.3) h chaque sommet  de mire (type I ou l l)  nous 

pouvons exprimer J~.h(" ' ,uij  + t , . . . )  en fonction de J~,h('",uij, '"). [] 
La rapidit6 de la convergence de la mSthode de la mire vers la solution ddpend 

bien entendu de Ia valeur initiale de {u~j} °. 

Ici nous prenons u ° = 1 6 ( x - x 2 ) ( y  - y2), ( x , y ) ~ ( 0 ,  l ) x  (0,1) qui vdrifie a 

priori tes conditions aux limites (6.2). 

R~sultats num~riques 1) Pour h = 0 ,2 ,  N = 5, e = 10 .6  nous obtenons 

(6.4) % = Sup [u~o(i,j) { = 5.10 .7  et J~,h.p(Uh,p)= 6 ,8 .10  -7 • 
i , i  

La courbe No.  3 donne l '6volut ion % en fonction du param6tre p rayon de la 

mire de type I[. 

2) Pour  h = 10 - 1 ,  N = 11, ~ = 10 .6  nous obtenons 

(6.5) tip = Sup luh.p(i,j) 1 = 6,5 .10 -6 et J~,,,,,,(uh,p) = 4 ,3 .10 -6. 
i . i  

La courbe No.  4 donne l '~volution de tip en fonction du param~tre p .  

La solution uh.,,(i,j) et Jh.p(Uh.p) sont donc 6gales h 0 dans les deux cas. 

Ce qui montre  la convergence de la m~thode. D 

• Nous voulons effectuer l'exp6rience num6rique avec .fh = 0 darts (4.9) car dans ce cas 
seulement nous pourrons comparer la solution num6rique obtenue, avec la solution 6vidente du 
probl6me (4.2); qui pour f = 0, est u = 0 et J(u) = O. 
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EXAMPLE 2. Rdsolution numdrique d'un probl~me 

dynamique. 

Soit x e ( l , e ) .  On cherche 

u ( x ) ~ X  = ( v e t f ' ( ] l , e [ ) l v ( 1 )  l =  2 ,v (e )= l)  (6.6) 

vdrifiant 

(6.7) 

(6.8) 
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de Programmation 

d(u) < J(v) V v e X  avec 

l fie J(v) = ~ xv'2(x)dx 

Le probl6me (6.6), (6.7), (6.8) est traitd dans [4] par d'autres mdthodes. 

On se propose ici de rdsoudre ce probl~me de 3 mani~res: 

1) Rdsolution explicite. Posons 

x - 1  x - I  
v = w + 2 - - -  u = u o + 2 - - -  

e - l '  e - 1  

Le probl~me (6.6), (6.7), (6.8) dquivaut alors/~ rdsoudre" 

G(uo) < G(w) Vw ~ Hol(] 1, e D (6.9) 

avec 

[] 

if:( 1)2 (6.10) G(v) = ~ x v'(x) e -  1" dx 

Nous avons alors la 

PROPOSITION 6.1. La solution u e X de (6.6), (6.7), (6.8) est donnFe par 

(6.11) u(x) = 2 - L o g x ,  x ~ ( l , e )  et J ( u ) =  1/2 

D~MONSXRATION. Toute solution de (6.9), (6.10) est solution de 

(6.12) (G ' (uo) ,V-  Uo) > 0 Vv~n~o(]l,eD 

(G' dtant la d6rivde de Gateaux de G) ou de 

G'(u°) = -d-x x U'o e "- 1 
(6.13) 

Uo(l) = uo(e) = O .  

et rdciproquement 

* Quandla fonctionnelle J e s t  diff&entiable, nous donnons ~ titre d'exemple quelques 
mdthodes pour rdsodure num6riquement le probl~me de minimisation correspondant. 
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De (6.13) on d6duit 

(6.14) 

D'off  

(6.15) 

M. SIBONY 

x - - 1  
Uo(X) -- L o g x  

e - 1  

u(x)  = 2 - L o g x  et J ( u ) =  1/2. 

Israel J. Math., 

2) R6solution du probl6me ~ l'aide d'une m~thode it6rative. 

Posons 

f;( (6.16) (Auo, w) = (G ' (uo ) ,W)= x U'o e -  1 w ' d x  

on en d6duit les in6galit6s. 

(6.~7~ ( A . o  - Avo, u0 - Vo) -? [I" - °[I~,~ o f  II u ll.'o = I[ u, LIL2 

(6.18) ( A u o -  Avo, w ) < e l [ u  - vl[t~,oitwI[u~ o Vw~Hlo(] l ,e[ )  

PROPOSITION 6.2. La suite (u~), definid par  Ies itdrations (cf. [3]) 

(6.19) U"o +1 = U"o - pS-~Au"o avec 

d z 
(6.20) S =  dxZ ,  p = 1/e 2, U(o °) 

quelconque converge vers Uo solution de (6.9), (6.10) dans Hol(]l ,eD for t  quand 

n ---~. o O .  

La solution u solution de (6.6), (6.7), (6.8) est donn~e par 

x - 1  x - 1  
(6.21) u = u o + 2 . . . .  1 - - - - -  + lira u~. 

e - 1 e -  1 ,:~oo 

R6sultats numSriques. Pour  un pas de discr6tisation h = 1/20 et h = 1/40 la 

m6thode (6.19) conduit  au bout  d 'une  vingtaine d ' i t6rat ions/ t  la solution u donn6e 

par (6.15) avec lim,_~oo Jh(u~) = 0.5. 

3) R6solution avee la M6thode de la Mire. - -  Pour  un pas h = 1/20 de 

discr6tisation nous obtenons un graphe de uh.,(x) confondu avec celui de u(x) 

donn6 par  (6.15) et 

lim Jl,.o(uh,,) = 0.486. 
p~0 

Pour  h = 1/40 nous avons par  contre 

lira Jh,p(Uh,o) = 0.499. 
p~O 
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REMARQUE 6.1. Nous avons aussi appliqu6 avec succ6s le M6thode de ia Mire 

au probl6me suivant: 

On cherche u ~ X  = {1)1 1)(0) = p, v(1) = 1, 1)' > O} solution de 

(6.22) J ( u )  < Y(v)  V v E X  

avec 

o I) '3 q- dx  + 213z 
J(1)) = ~ z z 

• I 1 U 2 dx  

off o, z, /3 sont des constantes donn6es. 

Le facteur balistique d'un missile est proportionnel au coefficient de qualit6 

donn6 par la valeur optimal J ( u )  solution du probl~me (6.22).. 

Pour ce m~me probl6me cf. John C. Heideman [5] qui proc6de par d'autres 

m6thodes; voir aussi Angelo Miele et Ho-Yi Huang I-6] pour le cas particulier 

o~ ~ =  1, / ~ = 0 .  

Le probl6me (6.22) illustre le cas de probl6mes pratiques o~ il est difficile de 

se rendre compte de la diff&entiabilitd de la fonctionnelle et l'6tude math6matique 

du probl6me devient vite inextricable. Pour ce genre de probl6me la m6thode 

de la mire peut rendre quelques services dans la mesure o~ elle aboutit 5 des 

r6sultats numkriques concrets. 

Les r6sultats num6riques obtenus par la m6thode de la mire pour le probl6me 

(6.22) d6passent le cadre de ce travail. 
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