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ABSTRACT

Approximation of certain functionals which are not differentiable in the
sense of Gateau by differentiable ones is utilized for solving a large class
of optimization problems. Some examples from mechanics are inciuded.

Introduction. Dans ce travail on se propose d’étudier le probléme de la
minimisation d’une fonctionnelle sur un convexe fermé d’un espace de Banach
réflexif.

Nous avons introduit dans {9] et [10] de nombreux procédés permettant
d’approcher numériquement la solution du probléme dans le cas ol la fonctionnelle
est différentiable.

Ici nous allous approcher le probiéme (P) de la minimisation d’une fonctionnelle
non différentiable par un probléme (P,) (¢ étant un paramitre destiné a tendre
vers 0) pour lequel la fonctionnelle est “‘régularisée’’. Nous montrerons que la
solution du probléme (P,) converge vers la solution du probléme (P) quand
¢ = 0. 11 suffira alors pour résoudre le probléeme (P,) d’appliquer les méthodes
que nous avons introduites dans [9] et [10].

Nous appliquerons ensuite ces résultats & quelques probiémes pratiques em-
pruntés 4 la Mécanique.

Notre plan est le suivant:

1) Position du probléme et notations.

2) Régularisation d’une fonctionnelle non différentiable.

3) Application I: résolution numérique d’un probléme de filtre optimal.

4) Application II: résolution numérique d'un probléme de Visco-élasticité.

5) Minimisation de fonctionnelle: une méthode directe.

6) Applications Numériques:
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ExampLE 1. Résolution numérique d'un probléme de Visco-élasticité.

ExaMpLE 2. Résolution numérique d’un probléme de programmation dynamique.

Je remercie H. Brezis pour ses conseils amicaux.

1. Position du probléme et notations. Soit ¥ un espace de Banach sur R,
réflexif de norme 1] [] On note par ¥’ son dual muni de [a norme ” H* On

dsigar par (f,u), feV’, ueVla dualité entre V' et V.

Soit X un convexe fermé de V. On se donne une application J: X — ]—0, + o]
non identique & + co. On fait les hypothéses suivantes:

al) J est semi-continu inférieuremsnt (s.c.i.) pour la topologie faible induite
par o(V, V")

«2) J est strictement convexe et vérifie

lim Ju) = 4+ o
H«LH:X“' o

«3) J est dérivable au sens de Gateaux. On note par J' la dérivée de J si elle

existe.

Nous avons alors le

THforREME 1.1. (cf. M. Sibony [9], [11])

1) Si on suppose al), a2) alors, il existe ue X unique solution du probléme

(1.1) Jw) £ J@w) YveX

2) Si de plus on suppose a3) alors, toute solution de (1.1) est solution de
inégalité
(1.2) Ju,v—u)z=0 VveX

et réciproquement.

REMARQUE 1.1.

1) On démontre facilement que si J est dérivable au sens de Gateaux alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes:

i) J est strictement convexe

ii) J est convexe et J' est strictement monotone

(ie) Ju=Jv,u—0v)>0 VYu, veX u#v.

2) On montre que si J est s.C.i., et convexe alors J est s.c.i. pour la topologie
faible induite par o(V,V’).
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2. Régularisation d’une fonctionnelle non différentiable. Le probleme (1.1)
ne se ram3ne a (1.2) que si la fonctionnelle J est différentiable au sens de Gateaux.
On se propose maintenant de remplacer (1.1) par le probléme
.n J(u) £ J(v) Voe X
(ou J, est une fonctionnzlle différentiable) de sorte que u, e X solution de (2.1)
converge quand ¢ — 0 vers u € X solution de (1.1).

Le probléme (2.1) sera alors équivalent a I'inégalité variationnelle non linéaire
(2.2) (Ju, v—uyz0 VYoeX
que nous savons résoudre a I'aide des méthodes introduites dans [9] et [10]. [J

Auparavant nous démontrons deux lemmes

Soit & > 0 un paramétre destiné a tendre vers 0. On fait [es hypothéses suivantes:

fl) G, H, H, sont des fonctionnelles sur X (s.c.i.).

On suppose

- H>=0, H, =0 avec H, H, convexes

- G strictement convexe et lim G(u) = + «
ffufl = o0
ueX

f2) La condition: u, — ¢ faiblement suivant un ultrafiltre % entraine

liminfH (u,) = H(¢) et HJ(v) - H(v) YveX]
u

Nous avons alors le

LemMe 2.1.  La solution u,e X de
(2.3) G(u) + H,(u,) £ Gv)+ H(v) VveX
converge faiblement vers ue X solution de
(2.4) G(u) + H(u) £ G(v) + H(v) WVveX.

DEMONSTRATION.  De I’hypothese f1) on déduit 'existence et I'unicité deu, € X
solution de (2.3) et de ue X solution de (2.4).
Montrons maintenant que u, » u dans V faible.

Nous avons successivement:
G(u,) + H,(u) £ Gv) + H(v) Yoe X
ce qui donne

G(us) é G(DO) + Hs(v()) _S_. Cte
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Donc ” ue“ < C*. Alors suivant un ultrafiltre % on a u, - ¢ faiblement,

D’aprés f2) nous avons alors

liminfH (u,) = H() e H (v)-> H(v) VveX

Donc
G(¢&) < limsup G(u,) £ G(v) + limsup H (v)
— liminf H (u,)
et
(2.5) G(¢) = limsupG(u,) < G(v) + H(v) — H(Z)
D’ou

G+ HE) £ Gv)+ Hv) VveX
De I'unicité de 1a solution de (2.4), il résulte que £ = u.
LeEMME 2.2, On suppose Bl), B2) et
B3) La condition: u, — £ faiblement et G(u,) - G(&) entraine u, — & forte-

ment. Alors la solution u, de (2.3) converge fortement vers u solution de (2.4)
quand ¢ - 0,

DEMONSTRATION. Dans (2.5) on fait v = u et ¢ = u alors
G(u) £ limsup G(u,)

Donc lim,.,G(u,) = G(u). Comme u, » u faiblement, il résulte de B3) que
u, — u fortement quand ¢ - 0.

Des deux lemmes précédents et du Théoréme 1.1. nous déduisons alors le

THEOREME 2.1. Soit J une fonctionnelle sur X vérifiant al), a2).
On se donne 3 fonctionnelles G, H, H, avec J = H + G satisfaisant les con-
ditions B1), B2), B3) alors

1) Il existe ue X unique solution de
(2.6) Jw) £ Jv) VveX
2) Ve>0 3u,e X unique solution de
2.7) J(u) £ J(v)VveX avec J,=G+H,

3) La solution u, de (2.7) converge fortement vers u solution de (2.6) quand
§—- 0.

4) Si J, est différentiable au sens de Gateaux alors toute solution de (2.7)
est solution de (2.2) et réciproquement.
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3. Application I*: resolution numérique d’un probléme de filtre optimal. Soit
V= {v]veL’0,0), v"e[’(0,o0)} les dérivées successives étant prises au sens
des distributions.

Muni de la norme

fof = (o lio.w + 0" [Z20.00""
V est un Banach réflexif.
L’ensemble

(3.1) X = {veV|p0) =0, v'(0) =1}

est un convexe fermé de V.,

On se donne la fonctionnelle,

3.2) J(v) = J;w lv”lzdx +(J;mlv|dx)2

Nous avons alors la

ProposiTioN 3.1, Il existe ue X unique solution de
(3.3) J) = J(v) VYreX
ou X et J sont donnés par (3.1),(3.2).

DEMONSTRATION. J vérifie les hypothéses al) et «2). [
Posons maintenant

J =G6+H

avec

G(v) = [ o 2dx = | 0" [Boom9

HO) = ([ 71ols) = 1ol
o= | Ljvl“"dxl)z = {ofpto

Il est évident que I’hypothése B1) sur la fonctionnelle G n’est pas vérifiée.
Nous allons maintenant redéfinir un nouvel espace W muni d’une norme ll uW
pour laquelle I’hypothése B1) sur la fonctionnelle G soit vérifiée.

* Cet example est traité par d’autres méthodes par L.D. Bercovitz et H. Pollard dans [2].
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Plus précisément soit H*(0,a), a < + oo I’espace des (classes de) fonctions
ue[20,a) telles que u’, u”eI*(0,a); les dérivées étant prises au sens des dis-
tributions.
On note par W = H(0,a) I’adhérence de 2(0,a) dans H*(0,a). On montre
dans J. L. Lions [6] que HZ(0,a) coincide avec I’espace
{ueH"‘(O,a)[u(O) = u(a) = 0, u'(0)=u'(a) =0}

Dans L. D. Bercovitz et H. Pollard [2] on montre que la solution du probléme
(3.3) est a support compact. Il revient alors au méme de résoudre (3.3) pour
xe(0,a) ol a est un nombre réel fini suffisament grand. Posons alors dans

3.1, (3.2)
u=1id+g, v=10+ g*

Le probléme (3.3) revient 4 résoudre:

3.4) J(i) £ J(B) Voe Hy0,a)
avec
. a a 2
(3.5) J() = f [0+ g"|dx + (f |5+ gldx) .
0 0
Posons
G(U) = j; (5”+ g//l2dx — ﬂ5”+ g// (‘fl(o‘a)

- na 2
]7(5 = (J; Iﬁ—}-gldX) = “5+ g“fl(O,a)

et

20 = ([1o+s]ax) = [o+glitss
on munit maintenant H3(0,a) de la norme ” u ” = (fo u"]z dx)!?. Nous avons
alors la

PROPOSITION 3.2. 1) II existe iiec HY(0,a) unique solution de (3.4), (3.5).
2) Ye>0 3, e HX(0,a) unique solution de

(3.6) G(i,) + A (i) < G(5)+ A5) Yoe HX0,a)
3) On a @i, — il fortement dans H(0,a) quand &~ 0.

* g étant une fonction telle que g(o) = g(@) =0, g'(0) =1 et g'(a) = 0.
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DEMONSTRATION.  Les fonctionnslles J(i) = G(i) + H(d@) et J (i) = G(ih) + A (iF)
vvérifient les hypotheéses 1), a2).

De méme G, H, H, vérifient I’hypothése §1).

Vérifions maintenant ’hypothése $2). Nous avons en effet:

g = |f]"**>]|f| quand ¢ >0
|g.| < max(|f]% D).

(s = (o]

d’aprés un théoréme de Lebesgue. Par ailleurs on démontre I’inégalité suivante:

Donc

Pour o« > 0 on a:

G.7) 0~ %

ou e est la base du Logarithme néperien. En effet pour « > [ la formule est évi-
dente, Pour « <1 on a:

'ttt = a(l +eloga + %a‘"(Logoc)z), O<tixl

Donc o' "¢ = o + eaxLoga = o — %
Donc si f, = ¢ alors
l.fsll+£ = lfa! —ex ('
Ce qui donne
liminf Z,(f) 2 ()
D’ou I’hypothése £2).
Enfin le fait que HZ(0,a) soit uniformément convexe entraine I’hypothése £3).
On applique alors le Théoréme 2.1. [J

La fonctionnetle J () = G(i) + H,(#) est maintenant différentiable au sens
de Gateaux et nous pouvons maintenant appliquer le Théoréme 2.1. D’ou la

ProrosiTioN 3.3. 1) Ye > 0 Ju,e€ X unique solution de

d*u,
dx*

o i = 0

(3.8) J'(ug) =

+ (1 +¢)sgn(u,)

avec X = (ue H*0,a), u,(0) = 0, uy (0) = 1}.
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2) Quand e — 0, u, converge fortement dans H*(0,a) vers u solution de (3.1),
{3.2), (3.3).

DEMONSTRATION. D’aprés le Théoréme 1.1 toute solution #, de (3.6) est solu-
tion dans HZ(0,a) de I’Equation

(3.9) J(it,) = 0

et réciproquement. Si on pose u = i + g, le probléme (3.9) équivaut alors a
(3.10) ueX, (J(u),v-—u,)=0 VYveX

ol

X = {veH*0,0)|u(0) =0, uw(0)=1}

et J, est la dérivée de Gateaux de

J(u) = foa[u”lzdx + (-Jioalullﬂdx)z.

Le probléme (3.10) est alors équivalent & (3.8). (]

Discrétisation du probléme. On se donne un paramétre s > 0 déstine 3 tendre
vers 0,

Soit N un entier tel que Nh = a. On divise l'intervalle (0 a) en N intervalles
(0,1),(h 2h) -+« ((N—1)h, Nh). Soit 0, la fonction caractéristique de ]ih (i-+1)h],
i=0,..-,N—-1.

Posons
up(x + h2) = uy(x = hj2)

h

Vi, = V(Vu,) et VPu, = V(Y 'u,) p =23

Vu,(x) =

ou u, eV, espace de dimension finie de la forme:
N—l N ry .
V, = {uhluh = Y ultl uleR, ul =ul"' =0, Vu,0) = 1}
i=0
comme dans M. Sibony [9] [10] (cf. aussi J. P. Aubin [1]) on montre qu’il

existe un prolongement linéaire continue p,e ZL(V,V;) tel que pul® — u,

fortement quand h — 0, u, étant la solution de (3.8) et ui? étant la solution du

probléme
(3.11) uPeV,, Au? =0  avec
(312 A = Vi + (0 + sl |l |1

L’équation (3.11) (3.12) est le probleme discrétisé de (3.8).
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Résolution numérique a 1’aide d’une méthode itérative. Pour simplifier les
notations nous désignerons par u; la restriction de u}® a Uintervalle [ih,(i + 1)h[
et nous supprimons les indices g et k.

Le probléme (3.11), (3.12) revient alors & chercher une svite (u)) i = 0,---, N~1

solution de

(3.13) Auy = w4+ (L4 2 sga ) [u|* |u i = 0
avec les conditions aux limites:

(3.14) ug =90, Vuy =1

(3.15) uy =0, Vuy =10 pour N suffisament grand,

Posons maintenant

. - a — x\?
u=vov+i avec @#=x
a

Le problémz (3.13), (3.14), (3.15) revient alors a résoudre dans Hé(O,a)

I’équation
(3.16) Av=v P+ (1 +e)ysgn(o+ D)o+ i v+ |15 = 0.

Nous résolvons alors I’équation (3.16) & l'aide de la méthode itérative bien
connue de Gauss-Seidel (cf. R. S. Varga [12])

(3.17) ot = 0] = p(60] + vy — dofey + B(]) + 0f25 — 4upt]

avee

1+
|Li+e

P(v) = (L +eh*sgn(y, + i) | v+ &|° o+ 4

Résultats numériques. Nous avons constaté que la solution u de (3.3) avait son
support dans (0, a) avec a < 4.

Les itérations (3.17) ont été exécutées pour un pas h, = 1/5 jusqu’a stabili-
sation des résultats en w®. On désigna alors par W, linterpolée de w, pour un
pas h, = 1/10. Nous éffectuons alors les itérations (3.17) en posant v =w?.
A la limite on obtient la solution w' qu’on interpole en w'. On répéte le processus
jusqu’au pas h = 1/80 pour lequel nous obtenons la solution finale u. Pour
¢ = 1072 fixé, nous obtenons:

o = InfJ(v) = J(u) = 1,692.
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Dans [2] L. D. Bercovitz et H. Pollard trouvent par d’autres méthodes le
résultat suivant:

1,675 <o < 1,745.

03+ 7
Q2 /

L /7
Ot/

u(x)!
04

——— h=1/40

h =1/80

- -

Fig. 1

Les courbes No. 1 donnent les valeurs de la function u,(x), xe[0,4] pour
les pas de discrétisations

hy = 1/5, h, = 1/10, h, = 1/20, h, = 1/40 et h, = 1/80.

Les résultats sont identiques pour diverses valeurs du paramétre p d’accéléra-
tion (et en particulier pour p = 1). La stabilisation est néanmoins obtenue aprés
un nombre d’itérations plus ou moins grand fonction de la valeur donnée 3 p.

REMARQUE 3.1. Le probléme (3.1), (3.2), (3.3) peut aussi se mettre sous la
forme (cf. théoréme 3.1 de [9] et [8])

(3.18) (Ayuy, vy —uy) 2 (f1,0 —u) Vo€ X,
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ol u; = (,A)eX xR, v, =@uweX xR

" d%u
A, = (2 EFO); f, = (0,-1)

et
X, = {ullvl =, eX x R; (l[)wlvldx)2 §u)

On pourra alors appliquer les méthodes itératives de [10] pour résoudre (3.18).

Les courbes No. 2 donnent I’évolution de J, ,(u; 4, pour & = 10~ *en fonction
denpourh = hy, h=h,, h = h,, h = hy, h = h,y. En particuler nous voyons
que J,4(uy,) croit vers la limite « quand n — o et quand & — 0.

TJE.h(ug‘h)

17 h=1/80

V h=1/40
16l
'S h=1/20

14}
13
h=1/10

12+

f 1 {
0 1000 2000 n

Fig. 2

4. Application II: résolution numérique d’un probléme de Visco-élasticité. Soit
Q un ouvert borné de R" de frontiere I' suffisament réguliére. On pose

HyQ) = {uelX(Q),Duecl(Q), i=1,,n; u|r =0}

les dérivées étant prises au sens des distributions.
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On se propose de minimiser dans H(Q) la fonctionnelle non différentiable

(CH)) J(v) = ocfg |gradu|ldx + B L |gradvldx - 2(f,v)

avec
25> 0; (f,0) = [ﬂ FO(x)dx.

PROPOSITION 4.1. 1) Il existe ue Hy(Q) unique tel que

4.2) J(u) £ J(v) Yoe Hy(Q)
2) On pose
4.3) J(v) = ocf |gradv|?dx + ﬁf | gradv|'**dx — 2(f, )
Q Q

alors pour tout & >0, il existe u,e HY(Q) unique tel que
4.4) Ju) S T () Voe HYQ)
3) De plus on a u, » u dans HY(Q) fort quand & - 0.
DEMONSTRATION. 1) La fonctionnelle J(v) est s.c.i.; strictement convexe sur

HYQ) muni de la norme |[u | = (fo|gradu|?dx)!2.
11 vient alors

2(fu)

rapzelel =z el 20

Tu] =*

D’olt limy, ., J(u) = + c0. D’ol Dassertion.
2) On raisonne comme dans 1).
3) Posons J=G+H:J,=G+H,

ou

G(v) = ocfﬂ | grad v|2dx — 2(f v); H(v) = ’; ]gradv]dx;

H,(v) = ,Bf |grado |**dx.
Q
On vérifie facilement ’hypothése fS1).
Posons v, = |gradv|'** on a:
v, — |grad o[ p.p.; |v.] £ max(|gradv|?, 1)
On en déduit que H,(v) — H(v)Yoe HY(Q).
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De I'inégalité (3.7) on déduit que H,(u,) = H(u,)—sek ol k est une constant
positive. Donc liminf H,(u,) = H(u). D’ol ’bypothese f2).
Enfin comme HLQ) est uniformément convexe pour la norme ” u

, on en
déduit £3). D’ou la proposition.

REMARQUE 4.1. D’aprés le théoréme 3.1 dans [9] le probléme (4.2) est équi-
valent a

4.5) (f = Fi(u)-v—u) £ F,(v) — F,(u) Yoe Hy(Q).

avec

F(u) = g fﬂlgradulzdx

F(u) = g- fn |gradu|dx

Le probléme (4.5) peut alors se mettre sous la forme (cf. aussi U. Mosco [87)
(4.6) (Ayuy, vy —uy) = (1,0, —uy) Vv eX,

avec
u; = (u,N)eH(Q) x R

fi = U-D
Alul = Al(ual) = (Fl(u)’O) = (*OCAM,O)

fi

et
X, = {U1IU1 =(u)eHy xR, F® sy O

Le probléms (4.3), (4.4) peut aussi se ramener a la résolution d’une équation
non linéaire. Plus précisément nous avons la

PRrROPOSITION 4.2. Toute solution u, de (4.3), (4.4) est solution de ’équation
(4.5) Au, = f

avec

Au, = —alAu, —

B(l; £) ;:Di(lgraduglz*lDius)
i=1

et réciproguement.

DISCRETISATION.  Soit h = (hy, -+, h,) € R} un paramétre destiné 2 tendre vers
0. Nous désignerons par R, le réseau régulier des points M de la forme
M = (mhy,--,;m,h,) m;€ Z.Pour simplifier prendronsh; = h; = hVi,j =1,--,n.
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wfq = H [(mi‘qizl )hi, (mt“‘q“——i;l)hi]
i=1 4

q = (412150 g; entier positif. lq| = Xi..q;et

Posons

o= U ol
lg]s1
Q= {MlMemh’ < Q}

Enfin
Q,

it

U ol

MeQ'y

Israel J. Math.,

Comme dans [3], [9] (cf. aussi [1]) nous associons & I’espace V = HY(Q)

I’espace de dimensions finie des suites u, = (uj,:’))‘,&n,h
On pose u,(x) = up’ si xewpl,.
Posons
up(x + hyf2) — up(x — hy/2)
h;

Vay(x) =

Vizuh el Vi(Vl-uh).

On sait qu’il existe un prolongement injectif p,e £(V,,V). On munit alors

Vi de la norme | u |, = || pus| Vu,eVi.
Ce qui donne

s = (2 17al2)

Nous démontrons facilement la

PrOPOSITION 4.3. 1) Il existe u,, €V, unique solution de I’équation

@.n Agptien = fi

avec

. 1
As,hus,h =—q X Vizuz.h - K ;—8—)
i=1

i=

avec

n 1/2
Vit = ( z |Viua.h‘2)
i=1

et f, étant le discrétisé de f.

i Vi(lvhue.hle_ 1Vi“z,h)
i=t

2) 1l existe un prolongement p,e Z(V,,V) tel que pu.,— u, dans V fort

quand h — 0, u, étant la solution de (4.5).
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Nous pouvons aussi résoudre e probléme (4.3), (4.4) en discrétisant directe-
ment la fonctionnelle J, donnée par (4.3). Nous résoudrons ensuite le nouveau
probléme posé dans un espace de dimension finie V), a I’aide d’une méthode
directe.

Plus précisément nous avons la

PROPOSITION 4.4. 1) Pour tout ¢ >0 fixé, Ju, €V, unique tel que
(4.8) Jluey) £ J(v)Voe v,

avec
(1 +2)/2

4.9)  J(v) = « fn E,llviv,,lzdx+ B L(Ellviv"‘z) dx—2 L fuvadx

2) De plus on a pu,,— u, quand h - 0 dans V = H}(Q) fort; u, étant
la solution du probléme (4.3), (4.4).

3) Le probléme (4.8), (4.9) peut alors étre résolu a I'aide de la ‘“Méthode
de la Mire”. (Cf. §5 et M. Sibony [9]).

5. Minimisation de fonctionnelle: une méthode directe. Pour la commodité
du lecteur nous rappelons la “Méthode de 1a Mire” que nous avons introduit
dans [9]. Dans le paragraphe 6 nous allons appliquer cette méthode pour résoudre
numériquement quelques problémes de la Mécanique.

Plus généralement soit X un convexe fermé de R". On se propose d’approcher
x € X solution du probléme:

(5.1) F(x) = F(y) VyeX

NOTATIONS. Soit p un paramétre positif destiné a tendre vers 0.
Pour xe X x = (x,,---,x,) on note:

€ =(1’05.“’0); € =(091""90); ei=(os'”a],'“,0)

1 n
M, , = { L—J1 x+£pe,-}
s=;)—.l,—1

c’est la mire de centre x et de rayon p. On désigne par E(M, ,) = {U'i'=1|z=-1 1
x + epe;} ’ensemble des extrémités de la mire

Mire de type I. On désigne par x? = (x?,---, xP) Ie point générique x = (Xy,"*,X,)
a l'itération p et par p, la valeur du paramétre p a I'itération p. On dira que
M, est de type I, s’il existe ye E(M,s, ) tel que F(y) < F(xP)(i.e)sile
minimum sur la mire est un point de ’extrémité).
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Mire de type II. On dira que M,,, est de type Il si VyeE(M,, ) on a
F(y) = F(x") (i.e. Ie minimum est au centre de la mire).

1) Si M, est de type I, on pose x'*! = I’un des points de E(M,; ,) ot le
minimum est atteint et p;y = p;.

2) Si M, ,, est de type I alors soit I'; la mire dont 'une des extrémités est
x'; une autre étant I’'un des points y e E(M,.,,) ol F atteint son minimum sur
E(M,:,,). Le rayon de T est alors p = p,/2.

Nous avons alors deux cas

o) SiT; est de type I on pose

. xi
x1+1 — ';g et Piv1 = =

ce qui définit Myiss,,, .

B) SiT; est de type I. on pose alors My, ., = My ;.10

La technique consiste donc en ceci: si M ,, est de type I on poursuit le procédé
et au bout d’un nombre fini d’itérations (car trouver la solution sur X non borné
est équivalent & trouver la solutiondans K = {ye X { F(y) £ F(yo) yo fixé dans X}
qui est un convexe borné de R” cf. M. Sibony [9]) la mire devient de type 1I qu’on
quitte en deux coups au plus aprés avoir diminué le paramétre p. On reprend
alors la recherche du minimum avec une mire de type L.

Si certains points de la mire M, , n’appartiennent pas au convexe X, on
n’en tiendra pas compte méme si F est défini sur tout R".

On désigne maintenant par C. ,, la suite infinie des mires de types II de centre
& et de rayon p,.

On démontre alors la

PrROPOSITION 5.1.%  Soit F:X — R strictement convexe, s.C.i. et tel que
My v ex F(X) = + 0. Alors, il existe xe X unique solution de (5.1). Si
F est de classe C* dans un voisinage de X alors &' — x quand n — o, & ctant

les centres des mires de type IL

6. Applications numériques.

ExaMPLE 1. Résolution numérique d’un probleme de visco-élasticité.

On se propose ici de résoudre numériquement le probléme (4.8), (4.9) a 'aide
de la méthode de la Mire introduite au paragraphe précédent.

Soient Q = (0,1) x (0,1) = R®> et hy = h, = h.

* Ce résuitat est démontré dans [9] pour X = R™
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Si on pose N = 1/h, le nombre de points du réseau associé a Q sera alors
(N + 1)2.

On note par {u; ;} i,j =1,---,N + 1 les valeurs de u,,, solution du problémz
(4.8), (4.9) aux points M = (i,j) du réseau R,. Le probléme consiste alors a

trouver une suite {u; ;} telle que

(6.1) Js,h({ui.j}) = Ja.l:({vi,j})
avec les conditions

My; = Uypg; = 0 pour 1 SisN+1
6.2) {

upg = t;ne; =0 pour 1=jsN+1
avec

(6.3)* Tonl{u )

1

N
2 2
IR IR T E S (IR R S PN |
ij=2
h 2 29(1 +£)/2
+ T[(“:+;,x = Uiy )"+ (U ey — U j-y) 1 220

Nous pouvons réduire le nombre d’opérations dans le programme de mini-
misation de J, ,({u; ;}) en procédant de la maniére suivante: Pour ne pas calculer
J.w({u;;}) a Iaide des formules (6.3) & chaque sommet de mire (type T ou IT) nous
pouvons exprimer J, (-, u;; 4 t,--+) en fonction de J, ,(---,u;5). O

La rapidité de la convergence de la mithode de la mire vers la solution dépend
bien entendu de la valeur initiale de {u;;}°.

Ici nous prenons u?j = 16(x — x2)(y — v?), (x, 1) e(0,1) x (0,1) qui vérifie a
priori les conditions aux limites (6.2).

Résultats numériques 1) Pour h = 0,2, N =5, ¢ = 10-% nous obtenons

(6.4) %, = Sup
i

»

w (L) = 5.10"7 et J,, (u,,) = 6,8.1077,

La courbe No. 3 donne I’évolution a, en fonction du parametre p rayon de la

mire de type 1L
2) Pour h = 10-', N = 11, ¢ = 10-% nous obtenons

(6.5) B, = Sup|u,,(i,)] =6,510-% et J,, (u,,) =43.10-°,
i
La courbe No. 4 donne I'évolution de f3, en fonction du paramétre p.

La solution u, ,(i,j) et J, ,(u, ,) sont donc égales a 0 dans les deux cas.
Ce qui montre la convergence de la méthode. [
* Nous voulons effectuer I'expérience numérique avec f;, = 0 dans (4.9) car dans ce cas

seulement nous pourrons comparer la solution numérique obtenue, avec la solution évidente du
probléme (4.2); qui pour f= 0, est u = 0 et J(u) = 0.
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= Sup Juy (i)
10°
str-
16°F
10 1 1 1 S B
108 105 1074 1072 1072 0
Fig. 3
b,
/3,0' SUp luh,p\
3]
4
5
38 L ) 1 1
1077 1078 107 1074 10732 p
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ExaMPLE 2. Résolution numérique d’un probléme de Programmation

dynamique.
Soit xe(l,e). On cherche
(6.6) u(x)eX = {veH'(Le])|v(1) 1= 2,0(e) = 1)
vérifiant
6.7) Ju) £ J@v) VveX avec
(6.8) Jv) = % flexv’z(x)dx

Le probleme (6.6), (6.7). (6.8) est traité dans [4] par d’autres méthodes. [
On se propose ici de résoudre ce probléme de 3 maniéres:

1) Résolution explicite. Posons

x—1 x—1
U=W+2-—e—-—1, u=u0+2—e_—1

Le probléme (6.6), (6.7), (6.8) équivaut alors a résoudre:

(6.9) G(ug) £ G(w)Vwe Hy(]1,e[)
avece
e ; 2
(6.10) G(v) = % fl x(v’(x) - -e—i—]—) dx

Nous avons alors la
ProOPOSITION 6.1. La solution ue X de (6.6), (6.7), (6.8) est donnée par
(6.11) u(x) = 2—Logx, xe(l,e) et Ju) =12
DEMONSTRATION. Toute solution de (6.9), (6.10) est solution de
(6.12) (G'(ug),v — ug) = 0 Yoe Hy(]1,e[)
(G’ étant la dérivée de Gateaux de G) ou de

(6.13) {Gl(u"): %{x(”a‘F -]“T)}"“O dans 2'(Jt,e[)

uo(l) = uge) = 0.

¢t réciproquement

* Quandla fonctionnelle J est différentiable, nous donnons & titre d’exemple quelques
méthodes pour résodure numériquement le probléme de minimisation correspondant.
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De (6.13) on déduit

(6.14) tg(x) = :: % — Logx
D’ou
(6.15) u(x) = 2—~Logx et J(u)=1/2.

2) Résolution du probléme a 1’aide d'une méthode itérative.

Posons
(6.16) (Aug,w) = (G'(up),w) = { x(u{) - e—l—l) w'dx
J1 -
on en déduit les inégalités.
(6.17) (Aug — Avg,ug — v) = |u—offfy ot Juluy=[u']r

(6.18)  (Aug — Avo,w)<e| u—v|gs | wlas Ywe HAIL,e[)

PropPOSITION 6.2. La suite (uy), definié par les itérations (cf. [3])

(6.19) uptt = uf — pST'Au  avec
(6.20) S= — & p =1/e*, u»
. dxz > s 0]

quelconque converge vers u, solution de (6.9), (6.10) dans Hy(]1,¢[) fort quand
n— o,
La solution u solution de (6.6), (6.7), (6.8) est donnée par

' x—1 x—1

6.21 = T o1 T S tim ot
(6.21) u=uy+2 ) 1 e*1+ll:1jl;1°Llo
Résultats numériques. Pour un pas de discrétisation h = 1/20 et h = 1/40 la
méthode (6.19) conduit au bout d’une vingtaine d’itérations & la solution u donnée

par (6.15) avec lim,_ ., J,(up) = 0.5,

3) Résolution avec la Méthode de la Mire. — Pour un pas 1 = 1/20 de
discrétisation nous obtenons un graphe de u, ,(x) confondu avec celui de u(x)
donné par (6.15) et

lim J, (u,,) = 0.486.

p—0
Pour /i = 1/40 nous avons par contre

lim J, () = 0.499.

p—0
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REMARQUE 6.1. Nous avons aussi appliqué avec succes le Méthode de la Mire
au probléme suivant:

On cherche ie X = {ul v(0) = B, v(1) = 1, v’ = 0} solution de
(6.22) Jw) £ J(v) YreX

avec
1 2
2
f 0(0’3 +£3—)dx + —l;
0 T T

1
{ v2dx
Jo

ol o, 7, § sont des constantes données.

J(v) =

Le facteur balistique d’un missile est proportionnel au coefficient de qualité
donné par la valeur optimal J(u) solution du probléme (6.22)..

Pour ce méme probléme cf. John C. Heideman [5] qui procéde par d’autres
méthodes; voir aussi Angelo Miele et Ho-Yi Huang [6] pour le cas particulier
out=1, f=0.

Le probléme (6.22) illustre le cas de problémes pratiques ot il est difficile de
se rendre compte de la différentiabilité de la fonctionnelle et I’étude mathématique
du probléme devient vite inextricable. Pour ce genre de probléme la méthode
de la mire peut rendre quelques services dans la mesure ou elle aboutit a des
résultats numériques concrets.

Les résultats numériques obtenus par la méthode de la mire pour le probléme
(6.22) dépassent le cadre de ce travail.
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